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Abstract 
In this note, we show that the inverse of the q-analogues of Bessel function qJo and the 
quotient of the functions q J1 and qJo are the generating functions of some heaps of sticks. 
Moreover, we show that the numerators of the rational functions appearing in the development 
of these functions are associated to some kind of braids. 
Resum/~ 
Nous montrons dans cette note que l'inverse du q-analogue de la fonction de Bessel qJo ainsi 
que le rapport des q-analogues des fonctions de Bessel q J1 and qJo sont les fonctions g6nera- 
trices de certains empilements de demi-segments. Nous montrons que les num6rateurs des 
fonctions rationnelles apparaissant dans le d6veloppement de ces quotients sont associes 
fi certains 616ments du groupe des tresses. 
1. Introduction 
R6cemment sont intervenus, lors de l '6num6ration des d iagrammes de Ferrers 
gauches elon l'aire et le nombre de colonnes les q-analogues des fonctions de Bessel J~ 
d6finies par, 
+ ocJ n + v 
( _ l ) .q (  2 )x.+~ 
n=O 
Ces probl6mes ont fait resurgir d'anciennes formules concernant les fonctions de 
Bessel. Les d6veloppements de fonctions 1/ Jo , J1 / J  o ont 6t6 6tudi6s par Carlitz, 
Lehmer, Watson et beaucoup d'autres et il semble que la plupart  de ces r6sultats 
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n a. b. a.(q) b.(q) 
1 1 1 1 
2 3 1 1 +q+q2 
3 19 4 l+2q+4q2+5q3+4q4+2qS+q 6 
4 211 33 l+3q+8q2+16q3+26qa+ 






6q3 + 7q~ +6qS + 
4q6 + 2qV +q 8 
Fig. 1. premi6res valeurs des polyn6mes a.(q) et b.(q). 
admettent des q-analogues agr6ables. La Fig. 1 donne les premiers termes des 
d6veloppements classiques ainsi que leurs q-analogues. En particulier, les num6rateurs 
intervenant dans tous ces d6veloppements sont ~i coefficients entiers positifs, sym&- 
riques et semblent unimodaux. On note, 
1 an(q) . 
qJo(x) =2 (q ;q)~X,  
n~O 
qJl(x) K-' bn(q) 
qJo(x) =/ '~  (q;q),(q;q), -1 
X n, 
n>~l 
off (q; q)n =(1 --q)(1 _q2) . . .  (1 _qn). 
2. Principaux resultats 
Nous montrons dans cet article que les polyn6mes an(q) et bn(q) s'expriment tr6s 
simplement en fonction de certaines tresses, les tresses imples. Le groupe des tresses 
~i n + 1 brins B, est le groupe libre engendr6 par les g6n6rateurs xl, x2 . . . . .  x,, tels que 
xlx j= xjx~si l i - j  [ >>. 2 et xixi+ 1 x~=x~+ 1 x~x~+ 1. D'une mani~re intuitive, une tresse 
simple est une tresse non entrelac6e: une tresse simple induit un ordre partiel (dessus, 
dessous) sur les brins qui la composent. Ainsi, la tresse T de la Fig. 2 est simple alors 
que la tresse T' ne l'est pas. Une d6finition plus formelle des tresses imples est donn6e 
au paragraphe 4. On d6finit une trace Tr sur l'ensemble des tresses en envoyant 
chaque g6n6rateur x~ sur q (et x71 sur 1/q). En notant BS, l'ensemble des tresses 
simples fin + 1 brins, on d6montre. 
Th~or6me 1. Les polyn6mes an(q) sont relibs aux tresses simples par la relation, 
a~(q)=q ('~) ~" Tr(t). 
teBSn- I
De m6me, en notant BS~_ x l'ensemble des tresses imples fi n brins n'ayant qu'un 
unique brin maximal de la forme d'extr6mit6 1, on a 
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1 2 3 4 1 2 3 4 
1 2 3 4 1 2 3 4 
T T '  
Fig. 2. Une tresse simple 7", et une tresse non simple T'. 
Fig. 3. BS~. 
Th£~or6me 2. Les polyn6mes bn(q) sont relibs aux tresses simples par la relation, 
b, (q)=q ("~) ~ Tr(t). 
tcBS~- 1 
La Fig. 3 montre l'ensemble des tresses de BS ~, ainsi que leurs traces. 
3. Empilements de demi-segments 
La notion d'empilement de pi6ces, due fi Viennot [15], est une version g6om6trique 
de la th+orie des monoides partiellement commutatifs, introduite en 1969 par Cartier 
et Foata [8]. Soit un ensemble 6e muni d'une relation binaire ~ r6flexive et sym6t- 
rique, dans lequel deux 616ments en relation sont dits en concurrence. Un empilement 
est un ensemble fini de couples (A, n) (les pi+ces de l'empilement), ou A est 616ment de 
5 a et nes t  un entier non n6gatif, appel6 niveau de (A, n), tel que 
- -  deux pi6ces distinctes de E en concurrence (c'est fi dire dont les projections ont en 
concurrence) ne sont jamais au m6me niveau 
- -  si une pi6ce P de E est de niveau non nul n. il existe une pi6ce de E en concurrence 
avec Pet  de niveau n -  1. 
Un empilement est dit trivial lorsque routes ses pi6ces sont au niveau 0. 
L'un des int6r6ts de la th6orie des empilements est de visualiser et d'6claircir un 
certain nombre de th6or6mes et plus particuli6rement les th6or6mes d'inversion. Ces 
th6or6mes permettent d'6num6rer certaines families d'empilements relativement ~iune 
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valuation donn6e. On appelle valuation toute application v de ~ dans un anneau de 
polyn6mes telle que la valuation de l'empilement vide est 1. 
La valuation d'un empilement est alors le produit des valuations des pi6ces qui le 
composent. On appelle skrie gknkratrice d'une famille d'empilements la somme des 
valuations des empilements faisant partie de cette famille. Le Th6or6me 3 ci-dessous 
est l'analogue du th~or~me d'inversion de Moebius. 
Theoreme 3. La sbrie gbn&atrice des empilements de o~( 6 ¢) est 
v(E)= 1 
E ~'(~) ~Fe:t~)(--  1)IFIv(F) '
Oh 9"-(5¢) dbsigne l'ensemble des empilements riviaux et IF] dbsigne le nombre de 
pibces de F. 
Th/~oreme 4. Soit Jlg un sous-unsemble d  5 a. La s~rie gbnbratrice des empilements 
(bventuellement rides) ayant toutes leurs pi~ces maximales dans J4 est, 
E v(E)-~r~:t~tc)(-1)lFIv(F) 
E . . . .  (E) c Jr '  ~F~3-(~)(--1)IFIv(F) ' 
o~J ~--( jCc) d~signe l'ensemble des empilements riviaux dans le complbmentaire d J¢. 
L'application directe de ces th6or6mes d'inversion permet d'interpr6ter les fonctions 
1/qJo et qJ1/qJo en terme d'empilements de demi-se~ments. 
On consid6re deux droites parall61es D et D' de R 3, de vecteur directeur i, et O, O' 
deux points appartenant respectivement/t D et D'. Un point M de D (resp. M' de D') 
est ainsi enti6rement caract6ris6 par son abscisse m (resp. m') dans le rep~re (O,i) de 
D (resp. (O',i) de D'). 
D~finition 5. On appelle demi-segment tout intervalle semi-ouvert [,4, A' [ off A et A' 
sont des points fi abscisses enti6res positives a et a' respectivement de D et D'. On 
appelle poids du demi-segment [A;A'[- le mon6me n(EA;A'D=q a+a'. Deux demi- 
segments. 
[`4; ,4'[ et [B; B'[- sont en concurrence lorsqu'ils s'intersectent, c'est fi dire lorsque 
(a<~b et a '>b' )  ou (a>~b et a '<b' )  ou (a=b et a'=b').  On note alors [,4;,4'[ 
C [B;B'[ .  
Exemple. Un empilement trivial de demi-segments e t la donn6e d'une suite finie de 
demi-segments deux fi deux disjoints. 
Propriete 6. La s~rie g~n~ratrice des empilements de demi-segments e t la fonction 
1/~Jo .
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A'l( 1 ) A'2(4) =A' 3 A'4(5) 
_ . ; . .N°2  °, O' 
AT(2) A2(3) A3(5) A4(6) 




Fig. 5. Un empilement dedemi-segments. 
Propriete 7. La sdrie g~n~ratrice des empilements non rides de demi-segments tels qu'il 
existe une seule pidce maximale et qu'elle soit de la forme [O;M'[  est la fonction 
qJ1/qJo . Ce rapport est dgalement la sOrie g~n&ratrice des empilements non rides de 
demi-segments telles que les pidces maximales oient toutes de la forme I-M; O' [. 
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4. Empilements et tresses imples 
Nous donnons dans ce paragraphe une preuve bijective des Th6or6mes 1 et 2 en 
d6crivant une bijection entre empilements de demi-segments et triplets de tresses 
simples, suite croissante t suite strictement croissante. D6finissons tout d'abord les 
tresses imples en terme d'empilements de demi-segments. 
D6finition 8. Une tresse simple & n brins est un empilement de demi-segments, dont ies 
abscisses des origines et des extr6mit6s parcourent l'ensemble {1,2 . . . . .  n}, chaque 
entier i de { 1 . . . . .  n } correspondant & l'origine (resp. l'extr6mit6) d'un unique segment. 
Une tresse simple fin brins sera d6finie par un repr6sentant de sa classe, soit par une 
suite ([il ,Jl [, [i2,jz [,..., [i.,j. D, off {i~, i2 . . . . .  i. } = {jl ,J2 . . . . .  j .  } = {1, 2 . . . . .  n}. 
D6finition 9. Soit une tresse simple T h n brins de repr6sentant ([i~,Jl[, [ i2 , J2 [  . . . . .  
[ i . , j .D et soient i,j deux entiers de {1,2 . . . . .  n+l}.  On d6finit le produit [i, j[. 
T comme la tresse simple fi n + 1 brins dont un repr6sentant est 
([i,J [, [-il +z( i l  ~> i),Jl +Z(Jl ~>J)[, [i2 +g(i2 ~> i),j2 +g(J2 ~>J)[ . . . . .  
[i~ + z(in>~i),j, + z(jn>~j)D, 
off z(P) est l'application caract6ristique valant 1 si la propri&6 Pest  vrai et 0 sinon. 
Cette d6finition ne d6pend pas du repr6sentant choisi puisqu'on v6rifie sans peine 
que si h<k sont deux entiers de {1 .. . . .  n} alors, [ih,jh[- C [ik,Jk[ si et seulement si
[ih + z(ih >~ i),jh + z(Jh >~J)[ C Ilk + Z(ik >~ i),jk + Z(Jk >~J)[. 
Propriete 10. La trace d'une tresse simple peut ~tre d~finie de mani~re rbcursive par 
Tr([-i,j]. T )=q i -1Tr (T )  et Tr((1, 1))= 1. 
Soient 8(n) l'ensemble des empilements de n demi-segments et T(n) l'ensemble des 
triplets form& d'une tresse simple fin brins, d'une suite croissante de n entiers et d'une 
suite strictement croissante de n entiers, soit 
{ teBS., 
T(n)=(t,{ak}~=,,{a'k}~,=l) O<~a~ <~a2<...<~a,, 
O<~a'l <a'2<...<a',. 
Th6or6me 11. II existe une bijection ~o, de E(n) dans T(n) telle que, pour tout E de g(n), 
~z(E)=Tr(t)q y~=la'+a', off ~p.(E)=(t,(ak)~,=l,(a'k)~,=l). 
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Preuve. La d6monstrat ion se fait par r6currence sur le nombre n de pi6ces. Le casn = 1 
6tant trivial, on construit la bijection ~o. ~ partir de ~0,_ 1 par le 'procbdb d'insertion- 
dbcalage' suivant: Supposons que l'on ait construit la bijection ~0._ 1 de ¢._ 1 clans 
T~_ 1, de bijection r6ciproque ~P~-Jl. 
(1) Soit alors un empilement E de ¢(n). I1 se d6compose de mani6re unique sous la 
forme [A(a), A ' (a ' ) [  x F, off [A, A'[  est la pi6ce maximale la plus fi droite de E et F est 
un empilement fi n -1  demi-segments dont toutes les pi6ces maximales sont soit 
gauche de I-A, A' [, soit en concurrence avec [A, A' [. Soit 
U n-1  ~ n -1  tp . - I (F )=(  ,(bi)i= l ,( bi)i= x ). 
On a pour un certain i de {1 . . . . .  n}, et un certain j de {1 . . . . .  n} (on convient que 
b .=b ' ,=+oo) ,  bl <~b2<~...<~bi_t <<,a<bi<~...<,Gb. et b'~<b'2<...<b~_~<a'<<,b'j 
< ... <b'.. 
a' d6finies par, Consid6rons alors les suites (ak)k= 1.., et ( k)k= t.. .  
ak=bk pourk<i ,  ai=a et ak=bk- l - -1  pourk>i ,  
a~,=b~, pourk<j ,  a~=a'  et ak=bk- l+ l  pourk>j .  
La suite (aDk=l.. ,  est 4videmment croissante et la suite (a~,)a=l... est strictement 
croissante. Soit la tresse simple t = [i,j]. u. On montre par r6currence que le segment 
[i, j] est le segment maximal le plus h droite de la tresse t. 
En effet, supposons que F ait pour piece maximale la plus ~i droite la pi4ce 
[B(b), B'(b')[-, et que, par r6currence u= I-h, k]. v. On a, avec les notations pr6c6dentes, 
b=bh et b'=b'k et [h,k] est la piece maximale la plus ~i droite de la tresse u. Si [ i , j ]  
n'est pas la piece maximale la plus h droite, alors, i ~ h et j  ~< k ce qui entraine a < bh = b 
et a'<,bh=b'k=b', ce qui contredit le fait que [A ,A ' [  est la pi6ce maximale la plus 
~i droite. 
L'application ¢p. d6finie par 
- -  n p n q).( E ) -  (t, (ai)i = x, (al)i= 1 ), 
est la bijection recherch6e, la bijection r6ciproque se d6finissant de mani6re analogue. 
(2) Examinons enfin l'effet de rp. sur le poids d'un empilement et supposons par 
r6currence que pour toute empilement de n -1  demi-segments F,
r r (F) -  ZT--tb,+b; - -Tr (u)q - , 
o6 
q~.-~(F)=(u,(b37~-~, (b&=' .-1~ ). 
Avec les notations de (1), on a 
n(E) = q~ + ~' n(F) = q~ + ~' Tr(u) qZP, :- I b~ + b;, = Tr(u) qZP, . . . .  + Z(  k > i) + a~ - x (k  > j) 
= Tr(u)q J-~ qYP, =, ~ + ~;, = Tr(t) qZP, . . . .  + ~;,, 
ce qui termine la d6monstration. 
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En sommant le poids des empilements dont l'image par q~. correspond ~t une m6me 
tresse to, on obtient. 
Coro l la i re  12. La somme des poids de tous les empilements associbs 5 une mdme tresse 
simple to fin brins est, 
, r ,  Tr(to) q(~) 
2 ~L ,=~ . 
~(E)  = ( to  . . . . . .  ) 
Le Th6or6me 1 se d6duit alors imm6diatement dece corrollaire. Le Th6or6me 2 se 
d~montre d'une mani6re analogue n remarquant que l'image par ~o, de l'ensemble des 
empilements de demi-segments dont les pi6ces maximales ont de la forme [A, O' [ est 
l'ensemble des triplets 
{ tffBSln, 
(t, {a~}~,=~, {a; }L~) 0<al<a2<...<a., 
O=a'l <a'2 <...<a',. 
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